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SWIAT REKURENCJI

REKURENCJA W NATURZE

Muszla todzika czy brokut Romanesco to przyktady wystepowania rekurencji w naturze. Muszla
sktada sie z szeregu utozonych spiralnie komar, przy czym ksztatt spirali jest 4ciéle zwmzany ze
ztotym podziatem i liczbami Fibonacciego.

REKURENCJA W GRAFICE | FOTOGRAFII

Rekurencja jest czesto wykorzystywana w sztukach plastycznych. W fotografii efekt rekurencji
ma postac ,nieskoniczonego” powtarzania sie malejacego odbicia.
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Rekurencja oznacza wywotanie przez funkcje samej na siebie w celu rozwiazania
pewnego problemu. Jesli sie zastanowic, to caty swiat jest w pewnej mierze
rekurencyjny - bo jak inaczej opisa¢ zmywanie naczyn, jedzenie zupy,
przechodzenie po pasach przez ulice, zbieranie rozsypanych kartek...

REKURENCJA
LINGWISTYCZNA

W jezyku naturalnym rekurencja
wystepuje na réznych poziomach.
Rekurencja polegajaca na
powtorzeniu tego samego stowa
lub wyrazenia moze miec na celu
maksymalne uspéjnienie tekstu
albo petnic funkcje ekspresywna.

Rekurencja

w Lapidarium Il
Ryszarda
Kapuscinskiego

REKURENCYJNE tAMIGEOWKI

Na podstawce znajduja sie trzy stupki; na jednym
z nich umieszcza sie osiem krazkéw o coraz
mniejszych srednicach. Nalezy przenies¢
wszystkie krazki na inny stupek z zachowaniem
nastepujacych regut:

* wolno przenosic po jednym krazku,
= nie wolno potozy¢ wiekszego krazka na mniejszym,

e mozna wykorzystywac wszystkie trzy stupki.

Kluczem jest zastosowanie rekurenciji.

1. Rozwiaz rekurencyjnie podproblem przenoszenia
krazkéw od 1 do 7 z jakiegokolwiek stupka
na dowolny stupek tymczasowy.

2. Przenies 8. krazek na stupek docelowy.

3. Rozwiaz rekurencyjnie podproblem przenoszenia
krazkow od 1 do 7 ze stupka tymczasowego
na stupek docelowy.



Pozycyjne systemy
liczbowe

Zapisywanie liczb w réznych systemach
Przeliczanie liczb z systemu dwdjkowego na dziesiatkowy
Przeliczanie liczb z systemu dziesiatkowego na dwojkowy

ZADANIE NA START

Alfabet Braille’a

Zaréwno liczby, jak i litery mozna zapisywac za pomoca réznych znakéw, np. alfa-
betu Braille’a, ktory umozliwia zapisywanie i odczytywanie informacji osobom nie-
widomym. Gdzie znajdziesz informacje zapisane tym alfabetem? Odszukaj przyklad
informacji zapisanej tym alfabetem i sprobuj jg odczytac.

SYSTEM BINARNY

Cyfry to umowne znaki graficzne stuzace do zapisu liczb. Powszechnie stosuje sie
znaki arabskie i rzymskie, niewidomi postuguja sie znakami alfabetu Braille’a. Zbior
regul dotyczacych zapisu i nazewnictwa liczb nosi nazwe systemu liczbowego. W syste-
mach o charakterze niepozycyjnym znaczenie cyfry (znaku) jest niezalezne od pozycji
zajmowanej w liczbie. W systemach pozycyjnych znaczenie cyfry (znaku) zalezy od
pozycji zajmowanej w liczbie.

Ponizej przedstawiono liczby zapisane w systemie rzymskim (niepozycyjnym) i w po-
wszechnie dzi$§ stosowanym systemie dziesigtkowym (pozycyjnym):

e V=5 e XX =20, ¢ C=100,
e VI=6, e XXV =125, * M = 1000,
* X =10, e L =50, ¢ MXXV =1025.

W systemie dziesiatkowym (inaczej: decymalnym), ktérego podstawe stanowi liczba
10, do zapisu liczb stosuje si¢ 10 cyfr (0,1, 2, 3, 4, 5,6, 7, 8, 9), w systemie dwdjkowym
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2. Pozycyjne systemy liczbowe

(inaczej: binarnym), ktérego podstawe stanowi liczba 2, do zapisu sa wykorzystywane
dwie cyfry - 01 1.

WIEM WIECEJ

Niedziesigtkowe systemy zapisu liczb stosuje sie m.in. przy pomiarze czasu. Doba ma
24 godziny, godzina - 60 minut, a minuta - 60 sekund.

Aby zrozumie¢ istote systemu binarnego i kodowania liczb, mozna wykorzystac karty
binarne. Na kazdej karcie znajduje si¢ inna liczba kropek, od prawej do lewej: 1, 2,
4, 8, ... . Sa to kolejne potegi liczby 2: 2°,2', 2%, 2°, ... . Karta moze by¢ odwrécona
przodem - wtedy widac kropki - lub tylem — wtedy jest cala czarna, co oznacza 0.

32 16 8 | | 2 1

32 8 2
32 0 8 P 0 =42
1-2 0-2° 1-2° 0-2° iy 0-2°
1 0 1 0 1 0 = 101010,
| |
.
32 ‘ 16 4 1
32 16 0 4 0 1 =53
%2 1.2° 0-2° 1-2? 0-2¢ 1-2°
1 1 0 1 0 1 = 110101,

Rys. 2. Liczby 42 i 53 zakodowane za pomoca kart binarnych
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ALGORYTMIKA | PROGRAMOWANIE W PYTHONIE

Liczba 101010, jest zapisem w systemie dwojkowym liczby 42, natomiast liczba 110101,
jest zapisem w systemie dwojkowym liczby 53. Zestawienie pierwszych 20 liczb w sy-
stemie dziesigtkowym i binarnym przedstawiono w ponizszej tabeli.

Liczba w systemie Liczba w systemie Liczba w systemie L}c;ba w systemie }
dziesiatkowym binarnym dziesiatkowym binarnym |
1 | 1 11 1011 |
2 10 12 7 1100 |
3 11 13 1101 |
4 | 100 | 14 1110

5 | 101 | 15 1111

6 J‘ 110 16 10000
7 ;‘ 111 17 10001 |

8 | 1000 18 10010
| 9 | 1001 T : 0ot |
| 10 ! 1010 20 10100

Algorytm zamiany liczby zapisanej dwojkowo na liczbe dziesietna mozna przedstawic

nastepujaco:

1. Podaj liczbe w systemie dwojko-

wym.

2. Niech i oznacza aktualnie prze-
twarzang cyfre, pom - obliczong
sume, a n liczbe cyfr w podanej

liczbie.

3.Dlaiod0don-1:
+ do x przypisz i-ta od konca
cyfre podanej liczby (liczy sie ‘

od Q);

= zwieksz pom o wartos¢ x - 2,

4. Wynikiem jest wartos¢ pom. 4,

1. 101010
2.i=0
pom =0
n=6
3. Wykonywanie petlidlaiodOdon-1=5.
i 5 | AR g zwiekszanie
pom
‘o0 o0:2°-0 | o0+0-0
1| 1] 1222 | o+2-2 |
20| 0220 | 2+0=2
3| 1] 1.2°-8 | 2+8-10
4]0 02=0 | 10+0-10
| & § 4 1-2°=32 | 10+32=42
42

W komputerowej realizacji algorytmu nalezy zwrdéci¢ uwage na typy danych. O ile
warto$ci w systemie dziesigtkowym sg zapisywane jako liczba, o tyle w systemie dwdj-
kowym traktuje si¢ je jako napis.
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2. Pozycyjne systemy liczbowe

Z systemu dwojkowego na dziesigtkowy

Przeanzlizu] dane w tabeli | zdefiniuj funkcje nal@(dana), ktérej parametrem jest
liczha binarnz w postaci napisu, a wynikiem - odpowiadajaca jej liczba w systemie
driesigtkowym.

Wywotanie funkcji Wynik
nale("1e1818") 42
nale("11e101") 53

® Przeanalizuj przyktady z zastosowaniem opisanego wyzej algorytmu. Dla wartosci
181018 algorytm zostat juz rozpisany. W ten sam sposob rozpisz algorytm dla 1101601.

® Przypisz zmiennej pomocniczej wartos¢ poczatkows i zapisz szkielet petli for. Po-
niewaz dane maja postac napiséw, do znalezienia dtugosci liczby binarnej mozesz
wykorzystac funkcje len(). Aby unikna¢ ewentualnych bteddw, zostaw miejsce
przeznaczone na polecenia wykonywane w petli - wpisz stowo kluczowe pass.

| 1. def nale(dana):

| 2. pom = @
3. for i in range(len(dana)):
4. pass
5. return pom

® Uzupetnij zapis. Zmienna pom na poczatku przyjmuje wartosc 0. Kazda cyfre nalezy
zamienic na liczbe catkowita za pomoca funkcji int(), a nastepnie pomnozyc przez
kolejna potege liczby 2 i dodac do biezacej wartosci pom.

1. def nale(dana):

2 pom = @

3 for i in range(len(dana)):
| . x = int(dana[- i - 1])

5

6

|
pom = pom + x * 2 ** j

return pom

® Sprawdz dziatanie skryptu z réznymi danymi.

* Jesli pracujesz w edytorze online, wypisz wynik funkcji,
np. print(nale(“101010")).

» Jesli pracujesz w pliku, wywotaj funkcje nale("101010").

Odwrotny proces — zamiany liczby dziesi¢tnej na binarng — wymaga zastosowania
operacji reszty dzielenia (mod) przez 2 do wyodrebnienia kazdorazowo ostatniej cyfry
oraz dzielenia catkowitego przez 2. Obliczenia nalezy kontynuowac tak dtugo, dopoki
liczba jest wieksza od 0.

25




. ALGORYTMIKA | PROGRAMOWANIE W PYTHONIE

1683,, = 110 1001 0011,

1683 mod 2 = 1 1683 // 2 = 841
841 mod2=1 841 // 2 =420
420mod 2=0 420 // 2 =210
210mod2=0 4  210/2=105
105 mod 2 = 1 ' 105 /f2 =52
52mod 2 =0 3 52//2=26
26mod2=0 | 26//2=13
13mod2 =1 [ 13/2=6
6mod2=0 |  6/2=3
3mod2=1 L 8/2=1
1mod2=1 ; 142=0

s S —

Rys. 3. Zamiana liczby dziesietnej na binarna

Po przeanalizowaniu algorytmu na przykladzie mozna zapisa¢ go nastgpujaco:
1. Podaj liczbe w systemie dziesiatkowym.
2. Jezeli liczba jest réwna 0, to wypisz 0 i zakoncz dziatanie algorytmu.
3. Przypisz do zmiennej pom (zapamietywane kolejne cyfry) napis pusty.
4. Dopoki liczba > 0, wykonuj:
* dopisz do pom wartos¢ liczba % 2;
* przypisz do liczba wartos¢ liczba // 2.
5. Wypisz pom.

W widoku Programisty kalkulatora systemowego Windows istnieje mozliwosé
przeliczania liczb z jednego systemu na drugi oraz przeprowadzania operacji na liczbach.

Z systemu dziesigtkowego na dwéjkowy

Przeanalizuj dane w tabeli i zdefiniuj funkcje na2(1liczba), ktérej parametrem jest
liczha dziesietna, a wynikiem - odpowiadajaca jej liczba zapisana jako napis w syste-
mie dwojkowym.

Wywotanie funkgji Wynik I
na2(42) "101010" |
na2(53) "110101"

® Przeanalizuj przyktady z zastosowaniem opisanego wyzej algorytmu.

® Zapisz instrukcje warunkowa - jesli liczba jest rowna 0, wypisz 0 i zakoncz dziatanie
algorytmu.
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= Przypisz zmiennej pomocniczej pusty napis.

2. Pozycyjne systemy liczhowe

= W petli while obliczaj reszte z dzielenia liczby przez 2, dopdki 1iczba > @, i po
zamianie na napis za pomoca funkcji str() wstawiaj ja na poczatek zmiennej pomoc-
niczej. Do dalszych obliczert musisz wzia¢ wynik catkowitego dzielenia liczby przez 2.

1. def na2(liczba):

2 if liczba ==

3 return ©

4 pom = ""
5. while liczba > @:
6

7

8

pom = str(liczba % 2) + pom

liczba = liczba // 2

return pom

®= Sprawdz dziatanie skryptu z réznymi danymi.

POZOSTALE SYSTEMY

System dwojkowy wykorzystuje si¢ w infor-
matyce i elektronice cyfrowej, gdzie ogranicze-
nie liczby stanow do dwoch - 01 1, tj. niskie
napiecie i wysokie napiecie — gwarantuje fa-
twa implementacje techniczng, minimalizu-
je zaklocenia (przeklamania danych) i daje
mozliwos¢ interpretacji cyfr jako wartosci lo-
gicznych. Niemniej jednak system ten nie jest
wygodny w zapisie, dlatego tez czesto stosuje
si¢ przeliczenie na system 6semkowy lub szes-

POSZUKAJ W INTERNECIE

System szesnastkowy (heksade-
cymalny) jest stosowany m.in.

w programowaniu, adresach MAC,
opisywaniu koloréw w jezykach
HTML i CSS oraz w programach
graficznych. Znajdz przyktady
konkretnych zastosowan.

nastkowy - pozwala to skrécic zapis bez konwersji na system dziesigtkowy (np. system
szesnastkowy umozliwia czterokrotne skrocenie zapisu liczby binarnej).

W systemach mniejszych od dziesiatkowego, a wiec tréjkowym, czwoérkowym, ...,
dziewiatkowym, liczby sa zapisywane odpowiednio za pomoca cyfr: 0,1i2;0, 1, 2
13;..50,1,2,3,4,5,6,718. Przeliczanie liczb miedzy systemami tez jest analogiczne
- bierze sie pod uwage podstawe systemu do potegi i, czyli w konwersji z systemu
6semkowego na dziesiatkowy wartoé¢ x mnozy sie przez 8.

Algorytm mozna zapisac¢ nastepujaco:
1. Podaj liczbe w systemie 6semkowym.

2. Niech i oznacza aktualnie przetwarzana cyfre, pom - obliczong sume, a n - liczbe

cyfr w podanej liczbie.

3. Dlaiod0don-1:
» do x przypisz i-ta od konca cyfre;
* zwigksz pom o wartos¢ x - 8';

4. Wynikiem jest wartos¢ pom.
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Zestawienie liczb w systemie dziesigtkowym i 6semkowym przedstawiono w ponizszej

ALGORYTMIKA | PROGRAMOWANIE W PYTHONIE

tabeli.
Liczba w systemie Liczba w systemie Liczba w systemie Liczba w systemie
dziesiatkowym 6semkowym dziesigtkowym osemkowym
i 1 | ) 11 - 13
| 2 | 2 [ 12 14
3 ! 3 { 13 15 |
| 4 4 1‘ 14 16 1
| 5 5 15 17 (
6 6 1' 16 20
7 7 17 21
8 10 18 22 i
9 11 19 23 |
10 12 | 20 | o4 |

WIEM WIECE)J

W systemie jedynkowym, ktory wykorzystuje sie do zliczania, wystepuje jeden znak,

np. kreska. Kolejne liczby sa tworzone przez powtarzanie tego znaku. Poniewaz juz przy
troche wiekszych liczbach staje sie to mato czytelne, zazwyczaj grupuje sie znaki.

HE T

—noo

@ Z systemu 6semkowego na dziesiatkowy

Przeanalizuj dane w tabeli i zdefiniuj funkcje nal@(dana), ktorej parametrem jest licz-
ba zapisana w systemie dsemkowym, a wynikiem - odpowiadajaca jej liczba zapisa-

na w systemie dziesiatkowym.

Wywotanie funkcji Wynik
nale("174") 124
nale("362374") 124156
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2. Pozycyjne systemy liczbowe

Z systemu dziesiatkowego na 6semkowy

Przeanzlizuj dane w tabeli i zdefiniuj funkcje na8(liczba), ktérej parametrem jest licz-
ba driesietna, a wynikiem - odpowiadajaca jej liczba zapisana w systemie 6semkowym.

Wywotanie funkcji Wynik
nas(124) "174"
na8(124156) "362374"

Systemy liczbowe wigksze niz dziesiatkowy potrzebuja dodatkowych znakow. W sy-
stemie szesnastkowym poza cyframi dziesietnymi uzywa si¢ pierwszych szesciu liter
alfabetu tacinskiego: A, B, C, D, E, F (wielkich lub malych). Cyfry 0-9 majg te same
wartosci co w systemie dziesigtkowym, natomiast litery odpowiadajg wartosciom
10-15:A-10,B-11,C-12,D-13,E- 14 oraz F - 15.

Zestawienie liczb w systemie dziesigtkowym i szesnastkowym przedstawiono w po-
nizszej tabeli.

10 16 | 10 | 16 | 10 | 16 | 10 | 16 | 10 | 16 | 10 | 16
1 1 | 11 B | 21 15 | 31  1F | 41 | 29 | 51 33
2 | 2 |12 c |2 16| 32|20 42]2a]s5 a3
3 3 |13 D | 23 17 | 33 21 | 43 2B | 53 35 |
4 4 | 14  E | 24 18 | 34 22 | 44  2c | 54 36
s 5 | 15 F | 25 19 | 35 23 | 45 2D | 55 37
6 6 | 16 10 | 26 1A | 36 24 | 46 2E | 56 38
7 7 | 17 11|27 1B | 37 25 | 47 2F | 57 39 |
8 8 | 18 12 | 28 1C | 38 26 | 48 30 | 58  3A
9 9 | 19 13 | 29 1D | 39 27 | 49 | 31 | 59 | 3B
10 A | 20 14 | 30 1 40 28 50 32 | 60  3C

[EVEEITEN Z systemu szesnastkowego na dziesiatkowy

Przeanalizuj postepowanie dla liczby 6B8E23, a nastepnie przelicz w ten sam sposob
nastepujace liczby zapisane w systemie szesnastkowym na system dziesigtkowy: FF,
CCF3, 339F, 2EAB7.

= Rozpisz liczbe w tabeli.

6 | B 8 | 2 3 |

&:16° 11-16* 8-16° 14 - 167 2. 161 3.16° |

—

= 7sumuj zawartosc kolejnych komdrek.

6-16°+11-16°+8-16°+14-16°+2- 16" + 3-16° = 7048 739
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@ Z systemu dziesiatkowego na szesnastkowy

Przeanalizuj postepowanie dla trzech liczb: 107, 142, 35, a nastepnie przelicz w ten
sam sposob nastepujace trdjki liczb zapisane w systemie dziesigtkowym na system
szesnastkowy: 165 42 42, 189 183 107, 112 128 144, 47 79 79. Znajdz w internecie
nazwy odpowiadajacych im kolorow.

® Dlaliczby 107
107:16=6r.11
6:16=0r. 6, czyli 107 to 6B

® Dlaliczby 142
142:16=8r.14
8:16=0r.8, czyli 142 to 8E

= Dlaliczby 35
35:16=2r.3
2:16=0r.2,czyli 35to 23

= Kolor RGB(107, 142, 35) zapisany w systemie szesnastkowym to #6B8E23, czyli
OliveDrab.

WIEM WIECE)

W jezyku Python mozna korzystac z gotowych funkcji do konwers;ji liczb zapisanych
w jednym systemie na inny.

» Zamiana na system dwajkowy - jest dopisywany przedrostek Ob: bin(231).

» Zamiana na system szesnastkowy - jest dopisywany przedrostek Ox: hex(202).
» Zamiana na system dziesigtkowy z systemow dwaojkowego, trojkowego

i szesnastkowego: int("11010", 2); int("211€0", 3); int("AAl00", 16).

PODSUMOWANIE

30

Kazda liczbe mozna zapisa¢ w dowolnym systemie pozycyjnym z uzyciem okreslo-
nej liczby cyfr, a w niektorych przypadkach rowniez liter. W systemie dwojkowym
s3 to cyfry 0 i 1, w 6semkowym: 0-7, a w szesnastkowym cyfry 0-9 oraz litery
A(10)-F(15).

System binarny wykorzystuje sie¢ w informatyce i elektronice cyfrowej, poniewaz
ograniczenie liczby stanow do dwoch - 0i 1 - pozwala na fatwg implementacje
techniczng, ogranicza przeklamania danych i umozliwia interpretacje cyfr jako
wartosci logicznych.

Przy przeliczaniu z systemu dwojkowego na system dziesiatkowy mnozy sie kolejne
cyfry od konca przez kolejne potegi dwojki i dodaje iloczyny. Podobnie postepuje
si¢ w przypadku innych systemow — np. dla szesnastkowego mnozy si¢ przez potegi
16 i dodaje iloczyny.




2. Pozycyjne systemy liczbowe

Podczas przeliczania z systemu dziesigtkowego na inny dzieli si¢ przez podstawe no-
wego systemu z zapamigtaniem reszt. Reszty czytane od konca tworza szukang liczbe.

W komputerowej realizacji algorytmu konwersji liczb migdzy systemami liczbo-
wymi nalezy zwroci¢ uwage na typy danych, np. w systemie dziesigtkowym sg one
traktowane jako liczba, a w systemie dwéjkowym - jako napis.

Do znalezienia dtugoéci liczby binarnej mozna wykorzysta¢ funkcje len().

Aby zamieni¢ cyfre na liczbe catkowita, nalezy zastosowa¢ funkcje int(). Aby
zamieni¢ liczbe na napis, nalezy zastosowac funkcje str().

PYTANIA SPRAWDZAJACE

S

Jak rozpozna¢, czy liczba zapisana binarnie jest parzysta czy nieparzysta, bez
przeliczania na system dziesiatkowy? Przeanalizuj to na przykfadach: 100010,,
1001,, 11001,, 10100,.

Czy mozna jednoznacznie okresli¢, w jakim systemie jest zapisana liczba, gdy
widac, z jakich cyfr sie sktada? W uzasadnieniu podaj przyklady.

Jaka liczba jest o jeden wigksza od 5F w systemie szesnastkowym?

ZADANIA DODATKOWE

Zadanie 1. Bintooc

Napisz funkcje bintooct(liczba), ktorej parametrem jest liczba zapisana w syste-
mie dwojkowym, a wynikiem - odpowiadajaca jej liczba zapisana w systemie ésem-
kowym. Postaraj sie wykorzystac fakt, ze 8 jest potega dwaojki.

Zadanie 2. Octtobin

Napisz funkcje octtobin(liczba), ktorej parametrem jest liczba zapisana w syste-
mie 6semkowym, a wynikiem - odpowiadajaca jej liczba zapisana w systemie dwaj-
kowym. Postaraj sie wykorzystac fakt, ze 8 jest potega dwajki.
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ZADANIE NA START
Gra w zgadywanie liczby

Metoda potowienia

Zasady dziatania algorytmu potowienia
Operacje na liczhach zmiennoprzecinkowych
* Implementacja i zastosowania algorytmu potowienia

Ania z Wojtkiem i Marcinem graja w zgadywanie liczby. Ania wymysla liczbe z prze-
dzialu 1-1024, a chlopcy zgaduja. Wojtek kolejno pyta, czy to jest 1, 2, 3 ..., a Marcin
postepuje wedltug strategii wyszukiwania binarnego. Najpierw pyta o 1024/2 = 512
i w zaleznosci od tego, jak brzmi odpowiedz: czy ta liczba jest mniejsza czy wigksza,
rozpatruje kolejny przedzial. Jeéli mniejsza, to potowi przedzial 1-512, a jesli wieksza
- przedzial 513-1024. W ilu krokach na pewno zgadnie Wojtek, a w ilu - Marcin?

O METODZIE POLOWIENIA

Ogolna zasada dzialania algorytmu polowienia
polega na dzieleniu zakresu liczb na potowe
i sprawdzaniu, czy element znajdujacy si¢ do-
ktadnie posrodku jest elementem szukanym,
a jesli nie, to czy jest wigkszy, czy mniejszy od
szukanego, oraz na przeszukiwaniu przedzia-
tu odpowiednio na prawo lub na lewo. W ten
sposob bardzo szybko zaweza sie zakres poszu-
kiwan (w kazdym kroku o polowe), az w koncu

POSZUKAJ W INTERNECIE

Algorytm potowienia ma szersze
zastosowania niz tylko wyszuki-
wanie liczby w zbiorze uporzad-
kowanym. Znajdz w sieci inne
przyktady wykorzystania tej
metody wyszukiwania.

otrzymuje si¢ przedzial jednoelementowy. Mozna wtedy wskaza¢ szukany element lub

stwierdzic, ze go nie ma.

1-1024

257=512

513-1024

Rys. 1. Kolejne kroki algorytmu - poczatkowe zakresy przedziatow dla gry w zgadywanie liczby
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3. Metoda potowienia

Wszukiwanie metoda potowienia jest znacznie szybsze niz wyszukiwanie liniowe.
Funkcja matematyczna opisujaca zaleznos$¢ rozmiaru danych od liczby krokdéw, w ktérym
otrzymuje sie odpowiedz, to logarytm o podstawie 2: log,;1024 = 10 (bo 219 = 1024),
log;512 = 9 (bo 2° = 512), log,256 = ....

ZNAJDOWANIE PIERWIASTKA Z LICZBY Z ZADANYM PRZYBLIZENIEM

Jak znalezé wartos¢ V2 z dokladnoscig 0,001, jesli nie ma gotowej funkcji pierwia-
stek? Albo inaczej: jak znaleZ¢ wartos$¢ pierwiastka kwadratowego podanej liczby
x = 1 z przyblizeniem eps, jesli mozna korzystac tylko z dodawania, odejmowania,
mnozenia i dzielenia?

Przyblizenie stuzy do okreslania dokfadnosci, z jaka oblicza sie pierwiastek. Powinno
byve stosunkowo malg liczbg. Wobec tego szukana jest taka liczba a, dla ktorej praw-
dziwa jest nieréwnosé [Vx — al < eps.

Podczas formufowania algorytmu warto wykorzysta¢ metod¢ potowienia. Nalezy za-
czac od ustalenia dwoch koncow przedzialéw. Dopoki dlugos¢ przedzialu jest wigksza
niz przyblizenie, trzeba znajdowac $rodek przedziatu i zawezac go do lewej czgéci lub
prawej. Mozna zapisac to nastepujaco:

1 Podaj xieps. 1. x=2,eps=0,001
2 Ustal konice przedziatua=0 [ 2. a=0,b=2
ib=x
2. Dopoki |b - a| > eps, wykonuj: | 3. Wykonywanie petli, dopoki |b - al > 0,001.
» obliczc=(a+b)/2; a s | pb-a | e | |
» jezelic-c > x, przypisz 0o 2 |2 [+ | nowea |
b=c 1 2 |1 1.5 nowe b_
» w przeciwnym wypadku 1w Jos [125 | nowea
przypisza = c. 125 15 lo2s |13 [ nowea
1.375 [ 15 [ 0125 [ 14375 . nowe b
1,375 [ 14375 [ 0,0625 1,40625 . nowe a ‘
1,40625 14375 -305125 1421875 nowe b
1.406257 | 1,421875 [ 0,015625 14140625 . nowe a
1,4140625 [ 1421875 0,0078125 [ 1.4‘17‘7?687577 ;\ov;
1,4140625 141796875 0.653;0625 1416015625 nowe a
14140625 [ 1416015625 [ 0,001953125 | 14150390625 . nowe b ‘
141:16625_ 1 1:.415039‘0625 [ 0,0009765625 N .
£ Wynikiem jest c. 4. 0,0009765625 < 0,001, wiec wynikiem jest liczba
1,4150390625.

Zapis algorytmu polowienia w Pythonie bedzie zblizony do zapisu przedstawione-
g0 w jezyku naturalnym. Jedyne, czego potrzeba podczas implementacji tej strategii
postepowania, to funkcja przekazujaca wartos¢ bezwzgledna. Jest to funkcja abs(),
ktorej argumentem moze by¢ liczba catkowita lub rzeczywista.
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Pierwiastek kwadratowy

Napisz funkcje pierwiastek(x, eps), ktérej wynikiem jest \x z doktadnoscia eps.
Pierwszym argumentem x jest liczba dodatnia wieksza lub rowna 1, a drugim - mata
liczba dodatnia, np. 0,00001.

® Napisz deklaracje funkcji. Mozesz skorzystac z wartosci domysinej parametrow.

1. def pierwiastek(x, eps):
2, pass

= stal korice przedziatu - zmienne a i b. Do iteracji wykorzystaj petle while. Podczas
zapisywania polecen wykonywanych w petli zwrd¢ uwage na odpowiednie wciecia.

1. def pierwiastek(x, eps):

2. a=@9

3. b = x

4. while abs(b - a) > eps:
5. c=(@+b) /2

6. ifc*c»x:

7. b=c

8. else:

9. a=c

1e. return c

® Sprawd? dziatanie skryptu z réznymi danymi, np. wyznacz V2 2 doktadnoscia 0,1,
0,01 oraz 0,00001.

@ Dowolny pierwiastek

Napisz funkcje pierwiastek(x, n, eps), ktorej wynikiem jest Ux z doktadnoscia
eps. Pierwszym argumentem x jest liczba dodatnia wieksza lub réwna 1, drugim -
stopien pierwiastka, a trzecim - mata liczba dodatnia, np. 0,00001.

Wskazowka: zmodyfikuj algorytm z ¢wiczenia 1 - dodaj dodatkowy parametr n i pod-
nies ¢ do n-tej potegi.

Algorytm znajdowania pierwiastka z liczby z zadanym przyblizeniem jest poprawny
tylko dla liczb wiekszych lub réwnych 1. Dla liczb mniejszych od 1 wchodzi w petle
nieskonczona. i

PROBLEMY Z LICZBAMI RZECZYWISTYMI

Aby przekonac sig, jaki problem mozna napotka¢, postugujac sie liczbami rzeczywi-
stymi, uruchom kod z rys. 2. Na poczatku warto$¢ zmiennej x wynosi @, w kazdym
obrocie petli jest zwigkszana o @.1. Czy program sie zatrzyma?
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3. Metoda potowienia

1. x = 0.0
| 2. while x != 1.0:
! 3. X = X + 0.1
| 4. print(x)

Rys. 2. Testowanie doktadnosci operacji dodawania na liczbach rzeczywistych

Program si¢ nie zatrzymuje.

=

.2
.30000000000000004
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.5

.6

W
.7999999999999999
.8999999999999999
.9999999999999999
.0999999999999999
¥

.3
.4000000000000001
.5000000000000002 |
.6000000000000003 |

b it e S O OO0OO0OOCOO00O O O

Rys. 3. Efekt dziatania programu
- doktadna wartosc 1.8 nie wystepuje

Wystarczy lekko zmodyfikowac kod, a wszystko bedzie w porzadku. Poréwnywanie
wartosci != (rozne) trzeba zastgpic relacja mniejszosci <. Nie jest wtedy badany wa-

runek x == @.1, a moment przekroczenia progu 1.
'i 1. x = 0.0
| 2. while x < 1.@:
I 3. X =X + 0.1
| 4. print(x)

Rys. 4. Poprawny zapis badania warunku przekroczenia progu

Na pierwszy rzut oka wydaje si¢ to malo znaczaca zmiana, jednak istotnie wplywa na
dzialanie algorytmu. Dlaczego? Odpowiedzi nalezy szuka¢ w sposobie reprezentacji
liczb zmiennoprzecinkowych w komputerze.

Kazda liczbe zmiennoprzecinkowg zapisuje sie za pomoca trzech skltadowych: znaku

(S — sign, 1 lub -1), wykladnika (E - exponent) i mantysy (M — mantissa), czyli czgsci
ufamkowej. Podobnie jest w notacji naukowej, np. 1,2 - 10" (czyli 12 000 000 000 000).
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Rys. 5. Reprezentacja liczb zmiennoprzecinkowych w komputerze

Taki sposob przechowywania liczb rzeczywistych pozwala na ich zapamietywanie
z okreslona dokladnoscia. Nalezy to uwzgledni¢ przy pisaniu programéw. Warto o tym
pamietac i sprawdzac rownosc¢ liczb z okreslonym przyblizeniem.

ZNAJDOWANIE MIEJSCA ZEROWEGO FUNKCIJI

Problem znajdowania pierwiastka jest szczegdlnym przypadkiem znajdowania miejsca

zerowego funkeji. Aby mozna bylo zastosowac algorytm polowienia dla danej funkcji

fw przedziale (a, b), musza zostac spetnione trzy warunki:

¢ funkcja musi by¢ okreslona w danym przedziale, tj. tak, zeby mozna bylo obliczy¢ jej
wartos¢ w kazdym punkcie przedziatu (np. funkcja 1/x dla x = 0 nie jest okre$lona);

 funkcja musi by¢ ciggla;

» wartosci funkeji na koncach przedziatu (a, b) musza mie¢ rézne znaki.

Za pomocg algorytmu polowienia mozna znalez¢ tylko jedno miejsce zerowe,

WIS TEA Miejsce zerowe funkcji

Napisz program, za pomoca ktérego znajdziesz miejsce zerowe funkcji okreslonej
wzorem f(x) = 2x° - x - 5 w przedziale {0, 100) z doktadnoscig 0,001. Wykorzystaj
algorytm potowienia.

= Sprawdz, czy funkcja przyjmuje rézne wartosci na koricach przedziatu. Przyjmij kon-
ce przedziatu jako wartosci poczatkowe.
f(0)=2*0°-0 - 5 = -5 (liczba ujemna)
f(100) = 2 * 100° - 100 - 5 = 1000000 - 100 - 5 = 1999895 (liczba dodatnia)

® Napisz funkcje pomocnicza f(x), ktérej wynikiem bedzie wartosc funkgji dla argu-
mentu x.

1. def f(x):

2. return 2 * x ** 3 - x - 5

B Zaimplementuj algorytm z uzyciem podanych wartosci. Skorzystaj z wbudowanej
funkcji abs(). Zwroc uwage, ze podnoszenie liczby ¢ do potegi zastgpiono ogdlnym
zapisem f(c).
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3. Metoda potowienia

1. def f(x):

2 return 2 * x ** 3 - x - 5
E &

£, cef miejsce_zerowe(eps):

S. a=9o

6. b = 100

7. while abs(b - a) > eps:
8. c=(@+b) /2

9. if f(c) > @:

18. b=c

1 else:

12. a=c

13. return c

= Wypisz wartos¢ miejsce_zerowe(0.001).

= Sprawdz poprawnosc rozwiagzania przez wyliczenie f(x), gdzie x jest wynikiem otrzy-
manym po uruchomieniu programu.

@ Funkcja malejaca w przedziale

MNapisz program, za pomoca ktérego znajdziesz miejsce zerowe funkgji okreslonej

wzorem f(x) = - %xz + x + 2 w przedziale (2, 10) z doktadnoscig 0,001. Wykorzystaj

algorytm potowienia i wyznacz miejsce zerowe, obliczajac wyréznik. Poréwnaj oba
wyniki. Mozesz tez poszukac drugiego miejsca zerowego w innym przedziale.

PODSUMOWANIE

= Metoda polowienia umozliwia sprawne wyszukiwanie liczb w uporzadkowane;j
liscie liczb lub przedziale liczbowym dla wartosci catkowitych i rzeczywistych. Jest
znacznie szybsza od wyszukiwania liniowego.

= Specyfika liczb rzeczywistych i reprezentacja liczb zmiennoprzecinkowych zaktadaja
okreslona dokladnos¢ obliczen. Trzeba o tym pamieta¢ podczas implementowania al-
goryimow na liczbach rzeczywistych, a zwlaszcza podczas poréwnywania dwoch liczb.

= Dzicki zastosowaniu metody polowienia mozna obliczy¢ warto$¢ pierwiastka z da-
nej liczby wigkszej lub rownej 1 oraz - dla pewnej grupy funkcji — miejsce zerowe.
Obliczenia wykonuje si¢ z zadanym przyblizeniem.

= Funkcia abs() przekazuje wartos¢ bezwzgledng podanej wartosci. Jej argumentem
moze byc liczba catkowita lub rzeczywista.
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PYTANIA SPRAWDZAJACE

1. Jak sa reprezentowane liczby zmiennoprzecinkowe w komputerze?

2. Jakie wartosci poczatkowe mozna przyjac dla obliczania pierwiastka, a jakie dla
znajdowania miejsca zerowego?

3. Czyijak podane przyblizenie wplywa na liczbe iteracji w algorytmie potowienia?

ZADANIE DODATKOWE
Zadanie 1. Metoda Newtona-Raphsona

Innym algorytmem obliczania pierwiastka jest metoda Newtona-Raphsona. Znajdz
informacje o tej metodzie i jej zastosowaniach, a nastepnie zaimplementuj ja do ob-
liczania pierwiastka kwadratowego z liczby i sprawdz, czy jest wydajniejsza od me-
tody potowienia.

Wskazowka
Znajdowanie pierwiastka kwadratowego mozna sprowadzi¢ do szukania dtugosci
boku kwadratu o zadanym polu.

Szukany jest \fai czyli bok kwadratu o polu a. Jezeli zacza¢ od prostokata o bokach
x i a/x, gdzie za x mozna przyjac np. 1, to obliczanie kolejnych przyblizen x pozwoli
znalez¢ szukany pierwiastek.

x=%(x+%)

Doktadnos¢ mozna zweryfikowac przez wyznaczenie réznicy dtugosci bokéw pro-

a
stokata x - s
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Fraktale

= Definiowanie fraktali
® Grafika zotwia
“ Krzywa i ptatek Kocha, drzewo binarne

ZADANIE NA START

Fraktal z kwadratow

Dywan Sierpinskiego powstaje poprzez podzielenie kwadratu na dziewigé¢ mniejszych
kwadratow i usunigcie Srodkowego kwadratu, a nastgpnie ponowne zastosowanie tej
samej procedury do kazdego z pozostalych osémiu kwadratéw. W kolejnych krokach
postepujemy tak jak poprzednio. Przeanalizuj ponizszy rysunek. Ile pustych pol bedzie
po n-tym kroku?

krokn=1 krok n =2 krokn =3
— zielony kwadrat — 1 puste pole — 1+ 8 pustych pol = 1+8+ 87 pustych pdl

CO TO JEST FRAKTAL?

Niejedna osoba zachwyca sie pieknem fraktali
— obiektow otrzymywanych przez powtarza-

nie nieskonczenie wiele razy tej samej operacji, Dowiedz sie, kto jest tworca

w efekcie czego maly fragment obiektu ma taki pojecia fraktal. Sprawd?, jak wy-
sam ksztalt jak caly obiekt lub jego znaczna Elata iaktal. Riory e i RniMe
czesc. Te niezwykle samopodobne obiekty lego nazwisko.

znajduja zastosowanie w réznych dziedzinach

nauki, techniki, ekonomii i sztuki, np. w medycynie wykorzystuje si¢ je m.in. do analizy
obrazow tomograficznych, w grafice i animacji komputerowej spotykanej w filmach
czesto stuza do generowania krajobrazow, z kolei w weterynarii wzory i charakterysty-
ki fraktali pomagaja w ocenie stresu cieplnego zwierzat hodowlanych, a w ekonomii
ufatwiaja przewidywanie zachowania notowan akgji.
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Rys. 1. Kadr z dokumentu Ukryty wymiar. Fraktale w rezyserii Michaela
Schwarza i Billa Jerseya, w ktérym omawia sie generowanie
fraktalnego krajobrazu w filmie Star Trek II: Gniew Khana (1982)

Jednym z fraktali jest zaprezentowany w zadaniu na start dywan Sierpinskiego. Inne
stynne fraktale to krzywa Kocha, trojkat Sierpinskiego, smok Heighwaya oraz zbior Julii.

Rysowanie fraktali mozna zaprogramowac w Pythonie. Jesli korzystasz z edytora Ide-
one.com i preferujesz prace online, musisz zmieni¢ edytor na taki, ktory umozliwia
rysowanie, np. Trinket.io.
YSOWANIE W PYTHONIE

Grafika zotwia umozliwia rysowanie poprzez wydawanie polecen obiektowi, ktory
znajduje si¢ na ekranie. Moze si¢ on porusza¢ o podang liczbe krokdw oraz obracac
o zadany kat. Stanowi podstawe jezyka Logo. Obecnie grafike zotwia wykorzystuje sie
w roznych srodowiskach programistycznych. W Pythonie odpowiada za nia modut
turtle, ktory trzeba importowac za pomoca polecenia from turtle import *.

W ponizszej tabeli zawarto podstawowe polecenia, ktére mozna wydawac zotwiowi.

Polecenie | Znaczénie | 7 Opis dziatania

fd(n) 7fior;vrairrr; 7—7n’aprzédr L Zotw ﬁfzésu;v; geiv;fia;tberail;yrrmr kierunku o n krokdw.
-l_)-k_(n) . -b_ac-kv-vard_— ;v_s-t-e_cz . Z6tw przesuwa éie wstecz o n krokdw.

rt(alfa) l rig.rht“—- pl’;\_N-; - Z6tw obraca sie o podany kat w stopniach w prawo.

1t(alfa) . left - lewo Z6tw obraca sie o podany kat w stopniach w lewo.
| pu() l pen up - podnie$ - Z6tw podnosi pisak - nie rysuje podczas przemiesz-

pisak czania sie.
pd() | pen down - opusc 7 Zbtw opuszcza pisak - rysuje podczas przemieszcza-
| pisak nia sie.

Z6tw zawsze startuje ze Srodka ekranu z opuszczonym pisakiem i jest skierowany
w prawg strone. Jak napisa¢ funkcjg, po wywolaniu ktérej zostanie narysowany kwa-
drat o boku podanym jako parametr? Najpierw trzeba zaimportowa¢ modul turtle.
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4. Fraktale

Potem nalezy zdefiniowa¢ funkcje, np. kwad(bok), a w niej czterokrotnie powtorzyc
rysowanie boku fd(bok) i obrét o 90° w lewo (lub prawo) 1t(9@) (lub rt(9e)) - warto
wykorzysta¢ petle for. Teraz pozostaje wywola¢ funkcje z podang wartoscia dfugoéci
boku kwadratu i uruchomic program.

# ©ython Turtie Graphics
[& kwadratpy - C\Dane\L..  — o X
File Edit Format Run Options Window Help
from turtle import *
ief kwad (bok):
for i in range(4):
fd (bok)
1t (90)
kwad (200)
Ln:8 Colk9

Rys. 2. Rysowanie kwadratu z wykorzystaniem modutu turtle

Aby kontrolowac rysowanie — spowolnic je lub przyspieszy¢ — warto wykorzystac
funkcje speed() i odpowiednio ustawié predko$c poruszania sie zotwia:

* 0 - najszybciej;

* 1 - najwolniej;

* 3 — wolno;

® 6 — normalnie;

10 - szybko.

Gwiazda

Napisz funkcje gwiazda(bok), po wywotaniu ktérej powstanie motyw jak na rysun-
ku ponizej. Parametr bok stuzy do okreslenia dtugosci boku kwadratu.

/\

< >
Vv
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® Przeanalizuj wzor - musisz cztery razy powtdrzy¢ rysowanie fragmentu zaznaczo-
nego kolorem czerwonym. Skoro bok okresla dtugosc boku kwadratu wynoszaca
trzy kratki, to odcinek rowny jednej kratce ma dtugos¢ bok/3. Narysowanie zabka
wymaga skretu w prawo o 60° pokonania dtugosci bok/3, skretu w lewo o 120°,
pokonania dtugosci bok/3 i skretu w prawo o 60°.

® Zdefiniuj funkcje fragment(bok), ktéra bedzie rysowata powtarzajacy sie fragment
gwiazdy. Mozesz to zrobié na dwa sposoby.

1. from turtle import * 1. from turtle import *
2 2,

3. def fragment(bok): 3. def fragment(bok):

4 fd(bok/3) 4. fd(bok/3); rt(ee)
5. rt(60) 5 fd(bok/3); 1t(12e)
6 fd(bok/3) 6 fd(bok/3); rt(ee)
7 1t(120) 7 fd(bok/3)

8 fd(bok/3)

9, rt(6e)

1e. fd(bok/3)

m Zdefiniuj funkcje gwiazda(bok), ktora z uzyciem petli for narysuje gwiazde. Za-
uwaz, ze podobnie jak byto w kwadracie, po narysowaniu jednego fragmentu zétw
musi obrdci¢ sie o 90°,

1. def gwiazda(bok):

2 for i in range(4):
| 3. fragment(bok)
| 4 1t(90)

® Przetestuj program. W razie potrzeby przyspiesz rysowanie za pomocg funkcji
speed(®).

[ 1. speed(0)
| 2. gwiazda(108@)

® Sprawdz dziatanie skryptu z roznymi danymi.
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4. Fraktale

KRZYWA KOCHA
Szwedzki matematyk Niels Fabian Helge von Koch opisal krzywg fraktalng nazwana
jego imieniem w 1904 r. Krzywa ta powstaje z odcinka i ma nieskonczong dlugosé.

» Krzywa Kocha stopnia 0. ma postac¢ odcinka o dlugosci a.

Rys. 3. Krzywa Kocha o stopniu ztozonoscin = 0

» Aby utworzy¢ krzywa stopnia 1., odcinek a trzeba podzieli¢ na trzy czesci, przy czym
srodkowa czes¢ zyskuje ksztalt zabka o ramieniu dtugosci a/3, nachylonego do pozio-
mu pod katem 60°. Mozna powiedzie¢, ze krzywa stopnia 1. to cztery krzywe stopnia 0.

Rys. 4. Krzywa Kocha o stopniu ztozonoscin =1

» Aby powstala krzywa stopnia 2., kazdy z czterech odcinkow krzywej stopnia 1. musi
zostac podzielony na kolejne trzy czesci — wedlug tej samej zasady co poprzednio.
Kazdy fragment (odcinek) zostaje zastapiony krzywa stopnia 1. o dlugosci trzy razy
mniejszej niz poprzednie.

Rys. 5. Krzywa Kocha o stopniu ztozonoscin = 2
» Aby powstala krzywa stopnia 3., kazda z czterech czgdci musi zostaé zastapiona

krzywa stopnia 2. o dlugoéci trzy razy mniejszej niz poprzednie — wedlug tej same;j
zasady co poprzednio.

Rys. 6. Krzywa Kocha o stopniu zfozonoscin = 3

o Itak dalej.
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W ten sposob krzywa stopnia 1. sklada si¢ z czterech odcinkéw, krzywa stopnia 2.
- z 16 odcinkéw, krzywa stopnia 3. - z 64 odcinkow. W dalszych stopniach - z 256
odcinkow, 1024 odcinkow, ... .

Krzywe Kocha dla konkretnych wartosci

Napisz funkcje koch@(bok), po wywotaniu ktorej bedzie rysowata sie krzywa Ko-
chadlan = @. Nastepnie napisz funkcje koch1(bok), koch2(bok) i koch3(bok), ktore
beda korzystac z poprzednich funkcji, np. funkcjadlan = 1 bedzie korzystata z funk-
cjidlan = @, a funkcjadlan = 2 bedzie korzystata z funkcjidlan = 1.

® Zaimportuj modut turtle.

= Zdefiniuj funkcje koch@(bok), odpowiedzialng za rysowanie krzywej dla parametru @.

| 1. from turtle import *

2.
3. def koch@(bok):
4. fd(bok)

= Zdefiniuj funkcje kochl(bok), odpowiedzialng za rysowanie krzywej dla parametru
1 - wykorzystaj cztery wywotania koch@(bok/3).

1. def kochi(bok):

koche(bok/3)

1t(60)

koche(bok/3)

rt(120)

koch@(bok/3)

1t(60)

koche(bok/3)

00 N OV AW N
e

u Zdefiniuj funkcje koch2(bok), odpowiedzialng za rysowanie krzywej dla para-
metru 2. Kazdy prosty odcinek poprzedniej krzywej zastap wywotaniem funkcji
kochil(bok/3).

1. def koch2(bok):
2 koch1(bok/3)
3 1t(60)

4. koch1(bok/3)
5 rt(12e)

6 koch1(bok/3)
7 1t(60)

8 kochl(bok/3)

® Przetestuj kolejne funkcje. Sprawdz poprawnos¢ rysunkow.
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= Zdefiniuj funkcje koch3(bok), odpowiedzialng za rysowanie krzywej dla parametru 3.
1. def koch3(bok):
2. pass

= Zdefiniuj kolejne funkcje.

W ten sposob mozna pisac funkgje, ktore beda wywotywac poprzednia funkeje dla
parametrun - 1. Aby zapisa¢ 0golng postac rysowania krzywej Kocha stopnia n, trzeba
skorzystaé z tej samej funkcji wywotywanej z parametrem n - 1. Rysowanie krzywej
zakonczy sie dla parametru @ - wystarczy podac polecenie return bez parametru,
a funkgcja sie zakonczy.

ZAPAMIETAJ!

Sposob definiowania funkcji, ktéry polega na umieszczeniu w tresci funkcji odwotan

do niej samej, nazywa sie rekurencja.

Krzywa Kocha z podanym stopniem

Napisz funkcje koch(bok, n), po wywotaniu ktorej krzywe beda rysowane zgodnie
z wartoscia podanych parametréw. Wzoruj sie na funkcjach pisanych w ¢wiczeniu 2.

= Zaimportuj modut turtle.

= Po deklaracji funkcji koch(bok, n) napisz warunek zatrzymania funkcji. Dla naj-
mniejszego parametru n = @ zotw bedzie wowczas rysowat odcinek i konczyt
dziatanie funkgji.

= Dla czterech odcinkow krzywej Kocha wywotaj funkcje koch(bok/3, n - 1).
Katy obrotow beda identyczne jak w poprzednim ¢wiczeniu.

1. from turtle import *

3. def koch(bok, n):

4 if n ==

5 fd(bok)

6. return

7 koch(bok/3, n - 1)
8 1t(60)

9

< koch(bok/3, n - 1)
| 1e. rt(120)

| 11. koch(bok/3, n - 1)
| 12. 1t(60)

' 13.  koch(bok/3, n - 1)

= Przetestuj rozwigzanie. Wywotaj funkcje koch(bok, n) dla boku wielkosci 3@e
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istopni 1, 2, 3, 4 i5.Sprawdz, czy kolejne krzywe s3 rysowane poprawnie. Za-
uwaz, ze rysunki dla kolejnych wartosci parametru n staja sie coraz mniej czytelne,
arysowanie jest coraz dtuzsze. Wynika to z liczby odcinkéw - skorodlan = 5 jest
ich 1024, to dlan = 6 jestich juz 4096.

WIEM WIECEJ

| Po wybraniu opcji Turtle Demo w Pomocy edytora IDLE otworzy sie okno Python

|

i turtle-graphics examples. Mozna w nim uruchomic i obejrzec ciekawe animacje,

| np. animacja fractalCurves prezentuje wypetniajaca ptaszczyzne krzywa Hilberta oraz

| ciekawa kombinacje krzywych Kocha.

PEATEK KOCHA

Platek Kocha jest trojkatem réwnobocznym, ktorego brzeg stanowi krzywa Kocha. Dla
stopnia ztozonosci 0 rysuje si¢ trojkat rownoboczny o zadanym boku. Podczas rysowania
platka o zlozonoéci 1 kazdy bok jest zastepowany krzywa Kocha stopnia 1. Podczas ryso-
wania platka o zlozonosci 2 kazdy bok jest zastepowany krzywa Kocha stopnia 2. Podczas
rysowania platka o zlozonosci n kazdy bok jest zastepowany krzywa Kocha stopnia n.

Na rysunkach ponizej widac trojkat rownoboczny i krzywe Kocha zastepujace jego boki.

ptatek Kocha stopnia 0. ptatek Kocha stopnia 1.

ymﬁuﬁ,

é:\;) Ué
V7 é"w‘
ptatek Kocha stopnia 2. ptatek Kocha stopnia 3.

Rys. 7. Kolejne ptatki Kocha
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Tworzenie ptatka Kocha

Napisz funkcje platek(n), po wywotaniu ktérej zostanie narysowany ptatek Kocha
stopnia n.

= Wykorzystaj skrypt z ¢wiczenia 3.
= Nadaj wartos¢ zmiennej bok.
® Obréc zotwia w lewo o0 6@°, aby narysowac trojkat réwnoboczny.

= Wykorzystaj petle for do narysowania tréjkata réwnobocznego, ktorego bok be-
dzie zastapiony krzywa Kocha stopnia n podanego jako parametr. Po narysowaniu
boku obré¢ zétwia o 120°.

= Po zakohczeniu rysowania obré¢ zotwia w prawo o 60°, aby wrécit do pozycji po-
czatkowej.

1. def platek(n):

2, bok = 300

3. 1t(60)

4. for i in range(3):
5: koch(bok, n)
6. rt(12e)

7. rt(60)

= Przetestuj rozwigzanie.

Rysunki mozna rysowac kolorowym pisakiem oraz zamalowywac ich wnetrze. Nalezy
wowczas ustali¢ kolor pisaka i wypelnienia. Stuza do tego nastepujace polecenia:

» pencolor("green") — ustala kolor pisaka na zielony;

fillcolor("blue") - ustala kolor wypelnienia na niebieski;

begin_fill() - poczatek wypelniania figury;

end_fill() - koniec wypelniania figury.

File Edit Format Run Options Window Help ’ Python Turtle Graphics  — O %
m turtle import *

| + ~

ief kwadrat (bok) :
pencolor ("red")
fillcolor("gray")
begin fill()
for i in range(4):
fd (bok)
1t (90)
end fill()

kwadrat (100) v

< SR ; >

Bys B Proykiadowy program realizujacy rysowanie kwadratu o czerwonej krawedzi i szarym
_——
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@ Kolorowy ptatek Kocha

Uzupetnij kod funkcji platek(n) tak, aby zétw rysowat wybranymi kolorami.

# Python Turtle Graphics = O X

DRZEWO BINARNE

Fraktalne drzewa binarne to takie, w ktérych z pnia wyrastaja dwie galezie, a nastepnie

z kazdej galezi wyrastaja dwie kolejne galezie i tak dalej. Kat migdzy gal¢ziami moze

mieé dowolng wartosc, takze losowa.

» Aby narysowac drzewo stopnia 1., nalezy narysowac pien i wroci¢ do miejsca, od
ktérego rozpoczeto sig rysowanie.

» Aby narysowac drzewo stopnia 2. o kacie miedzy galeziami 60°, trzeba narysowa¢
pien, wykonac¢ obrét w lewo o 30°, narysowac drzewo stopnia 1., wykona¢ obrot
w prawo o 60°, narysowac drzewo stopnia 1., ponownie wykona¢ obrot w lewo o 30°
i wroci¢ na pozycje poczatkowa. Galezie drzewa stopnia 2. maja dlugos¢ dwa razy
mniejsza niz wysokos¢ pnia.

e Aby narysowaé drzewo stopnia 3., nalezy kolejno: narysowaé pien, wykonaé obrot
w lewo o 30°, narysowac drzewo stopnia 2., wykona¢ obrét w prawo o 60°, narysowac
drzewo stopnia 2., wykona¢ obrdt w lewo o0 30° i wréci¢ do miejsca startu. Gatezie
drzewa stopnia 3. majg dlugos¢ dwa razy mniejszg niz galezie stopnia 2.

» Dalsze rysowanie przebiega zgodnie z ta sama zasada. Galezie stopnia n maja dtu-
gos¢ dwa razy mniejsza niz galezie stopnia n — 1.
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drzewo stopnia 1. drzewo stopnia 2. drzewo stopnia 3. drzewo stopnia 4.

Rys. 9. Kolejne drzewa binarne

Fraktalne drzewo binarne

Napisz funkcje drzewo(wys, n), po wywotaniu ktdérej zostanie narysowane drzewo
binarne stopnia n o wysokosci pnia réwnej wys. Kat odchylenia gatezi ustal na 60°.

Zaimportuj modut turtle.

Zacznij od funkcji pomocniczej drzewol(wys, n), po wywotaniu ktérej z6tw bedzie
rysowat drzewo.

Po deklaracji funkcji pomocniczej drzewol(wys, n) napisz warunek zatrzymania
funkcji. Dla najmniejszego parametru n = 1 zétw narysuje wowczas odcinek dtu-
gosci podanej jako parametr, wréci do punktu wyijscia i zakonczy dziatanie funkgji.

Uzupetnij funkcje pomocnicza drzewol(wys, n) o rysowanie drzewa stopnia n -
narysowanie pnia, obrét w lewo o 3@°, narysowanie drzewa stopnian - 1, obrot
W prawo o 68°, narysowanie drzewa stopnian - 1, obrét w lewo o 38° i powrét do
punktu wyjscia. Gatezie drzewa stopnian - 1 powinny mie¢ wys/2.

Napisz funkcje gtowna drzewo(wys, n), ktora odpowiada za obracanie zotwia tak,
aby stat skierowany pionowo do gory, oraz za przesuwanie go w dot, aby rysunek
byt dobrze widoczny na catym obszarze okna graficznego, i zawiera wywotanie
funkcji pomocniczej drzewol(wys, n).

1. from turtle import *

2

3. def drzewol(wys, n):

4 if n ==

5. fd(wys); bk(wys)
6 return

7 fd(wys)

8 1t(30)

9. drzewol(wys/2, n - 1)
1e. rt(6e)
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11, drzewol(wys/2, n - 1)

12. 1t(30)

13. bk(wys)

14.

15.def drzewo(wys, n):
16. 1t(90)

17. pu(); bk(2ee); pd()
18. drzewol(wys, n)

@ Drzewo z trzema gateziami

Zmodyfikuj funkcje drzewol(wys, n) z ¢wiczenia 6 tak, aby w wyniku dla parametru
n = 3 zostato narysowane drzewo takie jak na rysunku ponizej. Kat odchylenia ga-
tezi od pionu wynosi 45°. Gatezie drzewa stopnian = 1 s3 dwa razy krétsze od pnia.
Kazde kolejne gatezie sa dwa razy krotsze od poprzednich.

A\

WIEM WIECEJ

System Lindenmayera, zwany w skrocie L-systemem, to zestaw regut stuzacy do
generowania graficznych struktur o budowie fraktalnej. Wegierski biolog Aristid
Lindenmayer stworzyt go w 1968 r. w celu modelowania za jego pomocg zachowania
komorek roslin. Kazdy symbol w L-systemie jest w takim modelu interpretowany jako
okreslona sekwencja ruchow zotwia.

PODSUMOWANIE

= Cechg charakterystyczng fraktala jest to, Ze jego fragment jest podobny do calosci.
Fraktale powstaja przez wielokrotne powtarzanie prostych operacji.

=  Wykorzystujagc modul turtle Pythona, mozna korzystac z polecen grafiki zotwia
do rysowania na ekranie graficznym.
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= Krzywa Kocha stopnia 0. to po prostu odcinek. Podczas rysowania krzywej Kocha
stopnia 1. dzieli si¢ poprzedni odcinek na trzy czesci i sSrodkowa z nich zastepuje
dwoma odcinkami tej samej dlugosci co pozostale dwa odcinki. W identyczny
sposob tworzy si¢ krzywe Kocha kolejnych stopni.

®  Platek Kocha jest tréjkatem réwnobocznym, ktérego brzeg stanowi krzywa Kocha.

®  Sposob definiowania funkeji, ktory polega na umieszczeniu w tredci funkcji od-
wolan do niej samej, nosi miano rekurencji.

® Drzewa binarne to takie, w ktorych z pnia wyrastaja dwie galezie, a nastepnie z kaz-
dej galezi wyrastaja dwie kolejne galezie.

PYTANIA SPRAWDZAJACE

Jaki modul odpowiada za rysowanie z wykorzystaniem grafiki zétwia?
. Z czego sklada si¢ platek Kocha?

S R

. Jaka jest zasada rysowania fraktalnego drzewa binarnego?

ZADANIA DODATKOWE
Zadanie 1. Dywan Sierpinskiego

Napisz funkcje dywan(bok, n), po wywotaniu ktérej na ekranie zostanie narysowany
dywan Sierpinskiego o réznym stopniu ztozonosci.

Zadanie 2. Trojkat Sierpinskiego

Napisz funkcje rysowania trojkata Sierpinskiego o réznej ztozonosci. Przeanalizuj za-
prezentowana ponizej zasade konstrukcji tego obiektu.
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Rekurencja i ciag
Fibonacciego

Definiowanie funkgji rekurencyjnych
Iteracja i rekurencja
Zalety i wady rekurencji

ZADANIE NA START
Spirala Fibonacciego
Przyjrzyj si¢ uwaznie ponizszemu rysunkowi. Do kwadratu o boku 1 przylega kwadrat
o takim samym boku. Kolejny bok jest juz wigkszy: 1 + 1 = 2. A kolejny? Wypisz dtu-
gosci bokow coraz wigkszych kwadratow. Czy widzisz jakies zaleznosci migdzy nimi?

FUNKCJA REKURENCYIJ!

Silnia liczby naturalnej n to iloczyn kolejnych liczb naturalnych od 1 do n. Oznacza
si¢ ja symbolem n!, a zatem:

0l=1

1'=1,czyli0!- 1

21=1-2,czylil!-2

31=1.2.3,czyli2! -3

4'=1-2-3-4,czyli3!-4

n'=1.2-3-4...-(n-1)-n,czyli(n-1)! - n

Mozna zdefiniowac¢ silnig jako funkcje, ktdrej warto$¢ jest rowna iloczynowi (n - 1)!
i n, z zalozeniem, Ze 0! = 1. Bardziej formalnie mozna to zapisa¢ nastepujaco:

v o ldlan=0
i (n-1)!-ndlan>0
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Nalezy zauwazy¢, ze w zapisie obliczania n! jest odwolanie do obliczania (n - 1)!, czyli
tej samej funkcji z innym parametrem. Aby wyznaczy¢ n!, trzeba pomnozy¢ wynik
(n—1)! przez ndla n > 0, a dla samego n = 0 to po prostu 1.

Takie wywolanie przez funkcj¢ samej siebie - czy tez ogolniej: rozwigzanie bardziej
zlozonego problemu na podstawie rozwigzania mniejszego problemu - nosi miano
rekurencji. Trzeba zaznaczy¢, ze definicja rekurencyjna potrzebuje nierekurencyjnego
przypadku bazowego, ktéry zagwarantuje zakonczenie jej wykonywania. W przypadku
funkcji obliczania silni warunkiem zatrzymania jest wartos¢ dla n = 0 wynoszaca 1.
Kolejne kroki obliczen, czyli mnozenie wartosci (n — 1)! przez n, to nic innego jak
wywotlanie rekurencyjne tej samej funkcji dla mniejszego parametru.

Dlaczego warunek zatrzymania jest tak wazny?
1. Oblicz 4! jako iloczyn 3!i 4.
2. Oblicz 3! jako iloczyn 2!i 3.
3. Oblicz 2! jako iloczyn 1!i 2.
4. Oblicz 1! jako iloczyn 0!i 1.
o Te warto$¢ mozesz juz wyznaczy¢, bo z definicji 0! = 1 (jest to warunek zatrzy-
mania). Masz pierwszy wynik: 1! =0!-1=1.
* Gdyby w tym punkcie nie byto warunku zatrzymania, prowadziloby to do nie-
skonczonych obliczen.
5. Jesli wiesz, ze 1! =1, oblicz2!=1!-2=1-2=2,
Jesli wiesz, ze 2! = 2, oblicz 3! =2!-3=2-3=6.
7. Jesli wiesz, ze 31 = 6, oblicz4! =3!-4=6-4 =24,

|

Rozwiazanie problemu za pomoca rekurencji polega na rozktadzie na mniejsze problemy,

o

z ktérych mozna zbudowac rozwiazanie problemu wyjsciowego i ktére prowadza
w koncu do probleméw z rozwigzaniem bezposrednim.

Silnia rekurencyjnie

Przeanalizuj dane w tabeli i zdefiniuj funkcje rekurencyjna silnia(n), ktérej argu-
mentem jest liczba nieujemna n, a wynikiem - obliczona silnia podanej liczby n.

Wywotanie funkcji Wynik -
silnia(3) 6
silnia(9) 362880

= Po deklaracji funkcji silnia(n) napisz warunek zatrzymania dlan = @. Wynikiem
funkcji jest wtedy 1.
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® Zapisz iloczyn wywotania rekurencyjnego dla problemu n - 1in. Stowo kluczowe
return konczy dziatanie funkcji i przekazuje wartosc. .

1. def silnia(n):

2. if n==@:
3. return 1
4. return silnia(n - 1) * n |

® Sprawdz dziatanie funkcji dla réznych danych.

Aby si¢ przekonad, jak szybko rosnie wielko$¢ wyniku funkcji silnia(n), mozna wy-
korzystac petle for w celu sprawdzania wyniku funkeji dla wielu wartosci.

File Edit Format Run Options Window Help
def silnia(n):
if n == 0:
return 1
return silnia(n - 1) * n

Fh

i in range(51):
print(i, silnia(i))

========= RESTART:

N
-

720
5040
40320
362880
10 3628800
11 39916800

12 479001600
13 6227020800 1

0
1
2
3
q
5 120
[
7
8
-]

14 87178291200

15 1307674368000

16 20922789888000

17 355687428096000

18 6402373705728000

19 121645100408832000

20 2432902008176640000

21 51090942171709440000

22 1124000727777607680000

23 2585201€738884976640000

24 620448401733239439360000

25 155112100433305859684000000

26 4032914€1126605635584000000

27 10888869450410352160768000000

28 304888344611713860501504000000

29 8841761993739701954543616000000

30 265252859812191058€36308480000000

31 8222838654177922817725562880000000

32 263130836933693530167218012160000000

33 B€83317618811886495518194401250000000

34 2952327990396041408476168609643520000000

35 10333147966386144929666651337523200000000

36 371993326789901217467999448150835200000000

37 13763753091226345046315979581580902400000000

38 523022617466601111760007224100074251200000000

39 20397982081 197443358€40261739502897356800000000

40 B15915283247897734345611269596115894272000000000

41 33452526613163807108170062053440751665152000000000

42 140500€117752879898543142606244511569936384000000000

43 60415263063373835617355132068513997507264512000000000

44 265827157478844687680436258110146153903196385268000000000

45 119622220865480194561963161495657715064383733760000000000
4€ 5502622159812088945850305428800254892961651752560000000000
47 25862324151116818064296435515361197996%197632389120000000000
48 1241391559253607267086226890473733750385214863546777160000000000
49 6082318640342675608722521€3321295376887552831379210240000000000
50 304140932017133768043612608166064768844377641568960512000000000000

Rys. 1. Szybki wzrost wartosci funkcji silnia(n)
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WIEM WIECE)

W praktyce liczba wywotan rekurencyjnych funkcji jest ograniczona, dlatego dla
duzych wartosci parametru mozna spotkac sie z komunikatem RecursionError: maximum
‘ recursion depth exceeded in comparison.

REKURENCJA OGONOWA | ITERACJA

Realizowana do tej pory rekurencja jest nazywana rekurencja ogonowa, poniewaz
rekurencyjne wywolanie funkeji znajduje sie na koncu tej funkcji. Taka rekurencje
mozna tatwo zamieni¢ na iteracj¢ dzigki wykorzystaniu odpowiedniej petli.

Silnia iteracyjnie

Przeanalizuj dane w tabeli i zdefiniuj funkcje iteracyjng silnia2(n), ktérej argumen-
tem jest liczba nieujemna n, a wynikiem - obliczona silnia podanej liczby n.

Wywaotanie funkcji | Wynik
' silnia2(3) 6
' silnia2(9) | 362880

= Przeanalizuj problem.
= Utworz zmienng iloczyn i nadaj jej wartos¢ 1 (wartosc neutralna dla mnozenia).
= W petli for obliczaj iloczyn kolejnych liczb:1 - 2 - 3 - .. « n.
= Wynikiem funkcji powinien by¢ wyznaczony iloczyn.
def silnia2(n):
iloczyn = 1

1.

2

3. for i in range(1, n + 1):
4 iloczyn *= i

5

return iloczyn

® Sprawd? dziatanie skryptu z réznymi danymi - dla wartosci z tabeliinp. dlan = 5e.
Zwrdc uwage, ze zapisanie wartosci silni wiekszych liczb, np. powyzej 1000, zaj-
muje kilkadziesiat wierszy.

POTEGOWANIE REKURENCYJNE

Kolejna funkcjg matematyczna, ktérej wzor mozna zapisaé w sposob rekurencyjny, jest
potega stopnia n liczby a, réwna iloczynowi a" ' i a, z zatozeniem, ze ' = 1.

Wzor przedstawia si¢ nastepujaco:

ﬂ”: ldlan:O
a" ' adlan>0
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Jak obliczy¢ warto$é¢ 22

Oblicz 2" jako iloczyn 27 i 2.
Oblicz 2° jako iloczyn 2%i2.
Oblicz 2 jako iloczyn 2' i 2.
Oblicz 2' jako iloczyn 21 2.
Oblicz 2",

* Te warto$¢ mozesz juz wyznaczyé, bo z definicji 2° = 1 (jest to warunek zatrzy-
mania). Masz pierwszy wynik.
Jesli wiesz, ze 2° = 1, oblicz 2' = 2°-
Jedli wiesz, ze 2' = 2, oblicz 2° = 2'

o,
Jesli wiesz, ze 2° = 4, oblicz 2° = 2.
2

R W

0 e E By

Jesli wiesz, ze 2° = 8, oblicz 2* =

Potega rekurencyjnie

Przeanalizuj dane w tabeli i zdefiniuj funkcje rekurencyjna potega(a, n), ktérej argu-
mentami sa liczba a oraz liczba n, a wynikiem - obliczona n-ta potega podanej liczby a.

; Wywotanie funkcji- Wynik
8 0 :

potega(2, 3) 8
_potega(9, 5) 59049

® Po deklaracji funkcji potega(a, n) napisz warunek zatrzymaniadlan = 8. Wyni-
kiem funkcji jest wtedy 1.

® Zapisz iloczyn wywotania rekurencyjnego dla problemu n - 1ia. Stowo kluczowe
return konczy dziatanie funkcji i przekazuje wartosc.

1. def potega(a, n):

2 if n == @:
3. return 1
4, return potega(a, n - 1) * a

® Sprawdz dziatanie skryptu z roznymi danymi.

@ Rekurencyijny ciag liczb

Pewien ciag liczb zostat zdefiniowany rekurencyjnie, tak jak ponizej:

i = 1dlan=0
" l-n-a"'+4dan>1
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Zdefiniuj funkcje rekurencyjna ciag(n) obliczania n-tego wyrazu tego ciggu.

Wywc;anie funkcji Wynik
ciag(5) -56
ciag(8) 19012

Suma cyfr

Przeanalizuj dane w tabeli i zdefiniuj funkcje rekurencyjna suma_cyfr(n), ktéra wy-
znaczy sume cyfr liczby podanej jako parametr.

Wywotanie funkcji W;nik
suma_cyfr(136) 10
| suma_cyfr(19918) ‘ 28

® Przeanalizuj problem. Zapisz definicje rekurencyjna sumy cyfr podanej liczby.

_ Odlan=0
suma(n) = .
suma(bez ostatniej cyfry) + n % 10 dlan > Q)

® Po deklaracji funkcji suma_cyfr(n) napisz warunek zatrzymania dlan = . Wyni-
kiem funkcji jest wtedy @.

® Zapisz sume wywotania rekurencyjnego dla problemu n - 1 i wartosci ostatniej
cyfry. Problemn - 1 tosuma cyfr liczby n bez ostatniej cyfry, czylin // 1. Ostat-
niacyfraton % 1e.

1. def suma_cyfr(n):

2. if n == @:
| 3. return @
| 4. return suma_cyfr(n // 18) + n % 1@

= Sprawdz dziatanie skryptu z réznymi danymi.

CIAG FIBONACCIEGO

Chyba najbardziej znanym i interesujacym sposrod wszystkich ciggow liczbowych jest
ciag Fibonacciego, ktory zawdzigcza swojg nazwe matematykowi z Pizy, Leonardowi
Fibonacciemu. W 1202 r. wydatl on ksigge matematyczng Liber Abaci, w ktorej opisal
m.in. pozycyjny system liczbowy.
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Ciag Fibonacciego tworzg liczby naturalne o takiej wlasnosci, ze dwa pierwsze wy-
razy sg rowne 1, a kazdy kolejny wyraz jest suma dwdch poprzednich. Okreéla sig¢ go
nastepujaco:

Fn) = ldlan=1in=2
(n) =
Fn-1)+Fn-2)dlan>2

Poczatkowe wartosci tego ciggu to: 1, 1, 2,3, 5... .

@ Eleinanty dagu Flbonscciess

Oblicz pierwsze 10 wartosci liczb ciggu Fibonacciego. Poréwnaj liczby uzyskane jako
wynik w zadaniu na start z obliczonymi wartosciami ciagu.

WIEM WIECEJ

W przyrodzie mozna znalezc¢ rosliny, ktérych budowa lub wiasciwosci odnosza sie do liczb
Fibonacciego. Botanicy opisujg drzewa, na ktorych z kazdej gatezi w kazdym nastepnym
roku wyrasta jedna mfoda gatazka. Ciag Fibonacciego mozna réwniez zauwazyc na
spodzie szyszki lub w uktadzie nasion stonecznika w kwiatostanie.

Ciag Fibonacciego rekurencyjnie

Przeanalizuj dane w tabeli i zdefiniuj funkcje rekurencyjna fib(n), ktérej argumentem
jest liczba n, a wynikiem - obliczona n-ta liczba ciggu Fibonacciego.

Wywotanie funkgii Wynik |

' fib(4) 3

|
 fib(11) 89

Przeanalizuj problem. Rozpatrz przypadek, gdy n jest rowne 1 lub 2. Dla n réwnego
1 lub 2 wynikiem funkcji powinna by¢ liczba 1.

Po deklaracji funkgji fib(n) zapisz warunek dla n réwnego 1 lub 2, a nastepnie wy-
wotanie rekurencyjne jako sume funkcji ib(n - 1) ifib(n - 2).

| 1. def fib(n):
2: if n < 3:
3. return 1
4. return fib(n - 1) + fib(n - 2)

Sprawd? dziatanie skryptu z réznymi danymi, m.in. wartosciami 32, 37 i 40. Ob-
serwuj szybkosc pojawiania sie wyniku na ekranie: dlan = 32 wynik (2 178 309)
pojawia sie od razu, dlan = 37 (wynik 24 157 817) obliczenia trwaja dtuzej, ale
ponizej 10 s (wartosci roznig sie w zaleznosci od klasy sprzetu), dlan = 40 (wynik
102 334 155) obliczenia zabieraja juz kilkadziesiat sekund.
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Dlaczego - mimo niewielkich réznic w wartosci parametru n — znacznie dluzej czeka
sie na wynik?

Prery

Rys. 2. Obliczanie siédmej liczby Fibonacciego - dla n = 7 wartos¢ funkcji F5 jest obliczana dwa razy, F4
trzy razy, F3 piec razy, ...

Liczba ciagu Fibonacciego (od trzeciej) jest obliczana jako suma dwoch poprzednich
takich liczb. Jesli stosujemy rekurencje, to funkcja dla tych samych wartosci jest wy-
wolywana wielokrotnie.

A7) =fl6) + f(5)

fi7)=A(5) + + +f(3)

A7) =114) + fi3) + fi3) + f(2) + f(3) + f(2) + f(2) + f(1)

A7) =f3) + fi2) + f2) + A1) + f2) + (1) + f2) + f2) + fl1) + f(2) + f(2) + f(1)
fi7)=A2) + 1)+ f(2) + fi2) + (1) + A2) + (1) + f12) + fi2) + (1) + f2) + f2) + (1) =13

Rys. 3. Rozwiniecie rekurencyjne f(7) - na kolorowo zaznaczono liczby ciagu Fibonacciego, ktore dalej
rozktadaja sie rekurencyjnie

W obliczeniach siodmej liczby ciagu Fibonac- POSZUKAJ W INTERNECIE
ciego wystepuje pig¢ wywolan rekurencyjnych

dla n = 3. Funkcja dla kazdego z nich wylicza Znajdz informacje dotyczace
wartos¢ niezaleznie, nie korzysta z raz obli- udziatu liczb ciagu Fibonacciego

czonego wyniku. Dlatego dla coraz wigkszych W prayrodzie, muzyce | literaturze,

wartosci parametrow obliczenia trwajg coraz
dluzej. Nie jest to korzystne. Zapis rekurencyjny generuje nadmiarowe obliczenia. Jest
to jedna z wad rekurencji. Problem mozna rozwiaza¢ przez zastosowanie podejscia
bardziej ekonomicznego: od najmniejszych wartosci do coraz wigkszych. Nie bedzie
wiedy dublowania obliczen, dzigki czemu wzrosnie szybko$¢ dzialania funkcji.
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[ENIZETEN Ciag Fibonacciego iteracyjnie

Przeanalizuj dane w tabeli i zdefiniuj funkcje iteracyjna fib2(n), ktérej argumentem
jest liczba n, a wynikiem - obliczona n-ta liczba ciagu Fibonacciego.

Wywaotanie funkcji Wynik ]
| | 3
| AB2AL) ] L

= Po deklaracji funkcji fib2(n) nadaj wartosci 1 dwom poczatkowym wyrazom ciagu.
Mozna to zrobic jednoczesnie, jesli nazwy zmiennych oddzieli sie przecinkami, a po
znaku réwnosci tak samo oddzieli sie ich wartosci.

® Petle for rozpocznijdlai = 3 (trzeci wyraz ciagu), a skoficzdlai = n.

= Zmieniaj wartosci zmiennych. Przy obliczaniu trzeciego wyrazu ciggu jego wartos¢
to suma dwoch poprzednich (a + b).
\ 1. def fib2(n):
E a, b=1,1
1 3. for 1 in range(3, n + 1):
4 a, b=b, a+hb
5

return b

= Sprawdz dziatanie skryptu z roznymi danymi. Zauwaz, ze zarowno dlan = 32, jak
idlan = 37 orazdlan = 4@ wynik jest natychmiastowy. Algorytm iteracyjny dziata
szybko nawet dlan = 100, 200, 300, ...

WIEM WIECEJ

Matematyka wiele zawdziecza Leonardowi Fibonacciemu. Ciekawe informacje
znajdziesz w filmie Tajemniczy cigg Fibonacciego. Ztota liczba. Boska proporcja,
dostepnym m.in. na YouTubie na kanale Pasja informatyki: https:/www.youtube.com/
watch?v=wbh7kPaM8cfg.

ZALETY | WADY REKURENCJI

Jak wida¢, rekurencja oprocz zalet ma jednak swoje stabe strony. Cho¢ niewatpli-
wie wplywa na zwiezlo$¢ zapisu funkgji i niejednokrotnie pozwala na rozwiazanie
problemdw w sposdb latwiejszy niz iteracja, bywa nieefektywna czasowo (zdarza sig,
ze jest wolniejsza od iteracji) i pamigciowo (podczas obliczen jest zuzywana spora
ilo$¢ pamieci, poniewaz kazde wywolanie funkcji wymaga zapamigtania informacji,
ktore sa niezbedne do odtworzenia stanu sprzed wywolania, co fatwo mozna zaobser-
wowa¢ podczas proby wyznaczenia setnego wyrazu ciagu Fibonacciego, ktorym jest
354 224 848 179 261 915 075).
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PODSUMOWANIE

Rekurencja polega na wywolaniu przez funkcje samej siebie.

Rozwigzanie problemu za pomoca rekurencji polega na rozkladzie na mniejsze
problemy, z ktérych mozna zbudowa¢ rozwigzanie problemu wyjsciowego i ktore
prowadza w koncu do problemdw z rozwigzaniem bezposrednim.

Zaleta rekurencji jest prosty zapis funkeji. Czesto wystarczy odwzorowa¢ definicje
rekurencyjng w zapisie funkcji. Wady rekurencji mozna zauwazy¢ dla wiekszych
danych - sg zwigzane z brakiem pamieci na przechowywanie wywolan rekuren-
cyjnych lub duplikowaniem obliczen. Mozna to zaobserwowa¢ w przypadku ciggu
Fibonacciego. Rozwigzanie rekurencyjne nie sprawdza sie dla wigkszych wartosci
parametru 1, poniewaz funkcja wielokrotnie wywoluje podproblemy i nie korzy-
sta z raz obliczonego wyniku, tylko kazde wywolanie oblicza niezaleznie. Lepiej
sprawdza sie tutaj iteracja.

Rekurencje mozna zastgpic iteracjg, zwlaszcza gdy jest to rekurencja ogonowa,
w ktorej rekurencyjne wywotanie funkcji znajduje si¢ w ostatnim wierszu.

PYTANIA SPRAWDZAJACE

Jaka funkcje nazywamy rekurencyjna?

. Co jest zaleta rekurencji?

Dlaczego rozwiazanie iteracyjne jest szybsze niz rekurencja w przypadku obli-
czania n-tej liczby ciagu Fibonacciego?

ZADANIA DODATKOWE

Zadanie 1. Funkcja rekurencyjna

Napisz wartosc oraz kolejne wywotania funkcji moja(x) dla x = 15.

1. def moja(x):
| 2. ¥ x > 17;
k3. return 4
| 4. return moja(x + 1) + x

Zadanie 2. Ztota proporcja

Wypisz kolejne ilorazy wartosci F(n) i F(n - 1) ciagu Fibonacciego dla przedziatu od 2
do 20. Jaka widac prawidtowosc¢?
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Przygotowanie gry

Kolejne kroki opracowywania gry
Pisanie i testowanie programow
Wecezytywanie danych z pliku

ZADANIE NA START

Zgadywanie stow

Wisielec (szubienica) to gra polegajaca na odgadywaniu stéw. Pierwszy gracz wymyséla
slowo i podaje, z ilu liter sie sklada. Drugi gracz odgaduje poszczegélne litery sto-
wa. Wygrywa, gdy odgadnie cale stowo. Gdy poda litere, ktora jest zawarta w stowie,
pierwszy gracz wstawia ja w odpowiednie miejsca; w przeciwnym wypadku rysuje
element szubienicy. Jezeli pierwszy gracz narysuje kompletnego ,wisielca’, zanim drugi
odgadnie stowo, wowczas wygrywa. Zaproponuj pig¢ takich stow do gry w wisielca,
ktore twoim zdaniem trudno odgadna¢. Uzasadnij swoj wybdr,

S o

ROJEKTOWANIE GRY
Twoim zadaniem bedzie zaimplementowanie mechanizmu gry opisanej w zadaniu na
start. Bedziesz pracowac gléwnie w trybie tekstowym. Jako rozszerzenie mozesz doda¢
wezytanie listy potencjalnych haset z pliku oraz graficzng reprezentacje ,wisielca”

Ogolny schemat gry przedstawia sie nastepujaco:

1. Wylosuj stowo do odgadywania i nadaj mu nazwe haslo.

2. Zmiennej odgadywane przypisz stowo zlozone z gwiazdek w liczbie rownej dlu-
gosci stowa haslo.

3. Ustaw liczbe dostepnych prob na 10.
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4. Dopoki odgadywane != hasloiliczba prob > 0:
¢ popro$ uzytkownika o podanie litery;
* jesli podana litera jest w zgadywanym stowie, wstaw w stowie odgadywane
wszystkie jej wystapienia;
* jesli podanej litery nie ma w hasle, zmniejsz liczbe dostepnych préb.
5. Jesli odgadnieto hasto, wypisz gratulacje.
6. Jesli przekroczono liczbe prob, poinformuj o przegranej.

WCZYTYWANIE DANYCH

W interfejsie przygotowywanym dla uzytkownika powinno si¢ wprowadzac krét-
kie i przejrzyste polecenia. Nalezy przy tym skorzystac z funkcji input(napis) do
wczytywania danych oraz polecenia print(napis) do ich wypisywania. Przeanalizuj
ponizsze przyklady.

1. imie = input("Podaj swoje imie ")

2. print("witaj,", imie, ".")

3.

4. kolor = input(“"Podaj ulubiony kolor ")

5. if kolor == "niebieski":

6. print(“Ja tez lubie niebieski.")

7. else:

8. print("Ty lubisz", kolor, "- ja wole niebieski.")

. 1. Przyktady operacji wejscia i wyjscia

[EIEZTEN Opracowanie gry

Opracuj gtowny mechanizm gry w wisielca wedtug podanego wczesniej schematu.

= Zdefiniuj bezparametrowa funkcje gra() i zainicjalizuj zmienne. Do wygenerowania
hasta zfofonego z gwiazdek wykorzystaj funkcje len(), ktérej wynikiem jest dtu-
gosC sfowa.
1. &=F gra():
|2 saslo = “Zyrafa”
== odgadysame = “*~ * len(haslo)
‘& proby - 10

* Dopss petie w kiors) bednesz pytac uzytkownika o litere, informowac, ile ma prob
S0 wnlorysiania | sprawdzac, czy litera wystepuje w hasle. Petla powinna by¢
Wsomywana, dopoki hasto nie zostanie odgadniete lub nie zostanie przekroczona
52 prdb proby > @.

L == gral)
2 Maslo = “yrafa”
= sfeatysame = “*" * len(haslo)

g
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4. proby = 10

5. while odgadywane != haslo and proby > @:
print("Zgadnij hasio”, odgadywane)

7 print("Pozostalo préb:", proby)
odp = input("Podaj litere ")

9,

10. if odp in haslo:

11. print("Litera"”, odp, "jest w hasle")

12. else:

13. proby -= 1

Jezeli litera podana przez uzytkownika wystepuje w hasle, trzeba ja wstawi¢ w od-
powiednie miejsca. Poniewaz w jezyku Python nie ma mozliwosci modyfikowania
napisu, trzeba zbudowa¢ nowy napis z jego fragmentdow. Ponizszy przyklad pokazuje
sytuacje, w ktorej uzytkownik podat litere r, wystepujaca w hasle. Nowe slowo sklada
sie ze znakow wystepujacych do litery r (kolor niebieski), litery r (kolor pomaranczo-
wy) oraz liter wystgpujacych po literze r (kolor zielony). Jesli indeks litery r oznaczy si¢
przez i, to nowe stowo mozna zapisa¢ w nastgpujacej postaci:

odgadywane[:i] + odp + odgadywane[i + 1:]

Rys. 2. Budowa nowego napisu z jego fragmentow

Notacja napis[i : j] oznacza wyodrebnienie fragmentu napisuodidoj - 1
whacznie. Jezeli pierwszy argument jest pomijany, to domyélnie jest to 0, jeli ostatni
- to domyslnie jest to dlugoé¢ napisu.

Podmiana litery

Uzupetni skwpt 2 cwiczenia 1 o podmiane litery.

= Zmodyfku wersz 11 W petli for nalezy przegladacd hasto litera po literze i spraw-
dzac, czy liter= oodane proez uzytkownika w nim wystepuje. Jesli tak, trzeba pod-
mieni¢ gwiazdks Tnauiaca sie pod danym indeksem na litere.

e ZwroC UWage N2 Cwsmooee. amore wyodrebniaja fragment napisu - ich pomi-
niecie bedzie prowacoic oo Seedie

11. for i in rongelesiiasio)):
12. if odp = ta=leiEk
13. odgadywane = oigatweanel-3i] + odp + odgadywane[i + 1:]
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= Dopisz zakonczenie.

17. if haslo == odgadywane:
18. print("Gratulacje - haslo to", haslo)
19, else:
20. print("Nie odgadnieto hasta :-(")
® Przetestuj catosc. Zmodyfikuj hasto do odgadniecia.
1. def gra():
2. haslo = "zyrafa"
3. odgadywane = "*" * len(haslo)
4, proby = 10
5. while odgadywane != haslo and proby > @:
6. print("Zgadnij hasio”, odgadywane)
7. print("Pozostato préb: ", proby)
8. odp = input('Podaj litere ")
9.
1e. if odp in haslo:
11, for i in range(len(haslo)):
12. if odp == haslo[i]:
13. odgadywane = odgadywane[:i] + odp + odgadywane[i + 1:]
14. else:
15; proby -= 1
16.
17. if haslo == odgadywane:
18. print("Gratulacje - hasto to", haslo)
19, else:
20. print("Nie odgadnieto hasta :-(")

WCZYTYWANIE DANYCH Z PLIKU

Aby dodac mozliwos¢ losowania hasta, mozna po prostu podac listg stéw w progra-
mie. Nalezy wowczas zdefiniowac liste slownik i umiescic¢ j3 na poczatku funkgji,
a nastepnie dopisac losowanie. W tym celu trzeba zaimportowa¢ z modutu random
funkcie choice, ktorej wynikiem jest losowo wybrany element listy.

1. from random import choice

2. def gra():

3. slownik = ["zyrafa", "ston", "nosorozec", "szympans"”, "aligator”]
4. haslo = choice(slownik)

- odgadywane = "*" * len(haslo)

6. proby = 10

Rys. 3. Poczatek funkcji po wprowadzonych zmianach
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W przypadku wigkszej ilosci danych warto zapisac je w pliku, a w trakcie dzialania
programu wezyta¢ do pamigci. W ten sposdb funkcjonalnoséé programu jest oddzielana
od danych potrzebnych do jego przetwarzania.

Nalezy w tym celu utworzy¢ plik tekstowy z hastami zapisanymi jedno pod drugim,
a nastepnie wprowadzi¢ zawarte w nim dane do programu - tj. otworzy¢ plik, odczytac
jego zawartos¢ (ponizej wiersz 1) i zapamieta¢ w zmiennej (wiersze 3 i 4), po czym
zamkna¢ plik (wiersz 5).

1. f = open("dane.txt")
2. lista = []

dzieciot —i» | 3. for x in f:
4
5

- dzik ‘
.~ foka |
- fretka |
~ gawron
- gepard
. goryl

lista.append(x)
. f.close()

poczatek pliku tekstowego dane.txt kod weczytujacy plik tekstowy dane.txt

Rys. 4. Wczytywanie danych z pliku tekstowego

Na liscie zostang zapisane dane wiersz po wierszu, lgcznie z bialtymi znakami (np.
spacjami) i koncami wiersza, dlatego lepiej jest pozby¢ si¢ tych znakéw za pomoca
metody strip().

1. f = open("dane.txt")

2. lista = []

3, for x in f:

4, lista.append(x.strip())
5. f.close()

Rys. 5. Wczytywanie haset z pliku tekstowego i jednoczesne usuniecie niepotrzebnych znakow

Wiele haset

Dodaj do skryptu z ¢wiczenia 2 losowanie hasta przez wczytanie pliku z hastami.

= Zdefiniuj funkcje weczytaj(nazwa), ktorej wynikiem jest zawartosc pliku o nazwie
podanej jako argument.
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1. def wczytaj(nazwa):

2 f = open(nazwa)

3 lista = []

4, for x dn £

5 lista.append(x.strip())
6 f.close()

7 return lista

= Przygotuj plik tekstowy zwierzeta.txt z nazwami zwierzat do odgadywania. Zapisz
go w tym samym katalogu.

= Uzupetnij funkcje gra() o wczytywanie losowego hasta z pliku. Zaimportuj z mo-
dutu random funkcje choice, ktorej wynikiem jest losowo wybrany element listy.

1. from random import choice

2. def gra():

3. slownik = wczytaj("zwierzeta.txt")
4, haslo = choice(slownik)

5. odgadywane = "*" * len(haslo)

6. proby = 10

GRAFIKA

Jak juz wiesz, do rysowania w Pythonie mozna wykorzysta¢ modut turtle. Zapewne
pamigtasz polecenia: fd(kroki)/bk(kroki) — idZ naprzéd lub wstecz o podang liczbe
krokow, rt(kat)/1t(9@) - obroc si¢ w lewo lub w prawo o podany kat, pu(), pd() -
podnies pisak lub opus¢ pisak. Przetestuj dzialanie kolejnych polecen zaprezentowa-
nych w ponizszej tabeli.

Polecenie i ] Znacze;e_ 2 Opis dziatania |
st()  showturtle | Pokazzotwia. |
ht() | hide turtle Schowaj z6twia. ]

-_clear‘() L _g—c};c-zrri Wyczyséc ekran
7s;t7f|(7ka£1;) 7 seTMaTﬁr?g Skieruj zotwia w okreslonym kierunku.
| sé;t;;_os(pozycja) set position Pr:z_efnieéé 2_6+W}; na podang pozycje.

@ =22 W Rysowanie szubienicy

Dodaj do skryptu z ¢wiczenia 3 rysowanie szubienicy z wisielcem w zaleznosci od
stanu gry.

= Przygotuj funkcje rysunek(), po wywotaniu ktérej powstanie rysunek szubienicy
z wisielcem. W razie potrzeby przeanalizuj komentarze w podanym kodzie.
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1. from turtle import *
2. def rysunek():

3. #czyszczenie

4., seth(@); setpos(@, 0); clear()
5. #podstawa

6. bk(80); fd(4@); 1t(9e)

7 #pion

8. fd(2e0); rt(9e)

9. #poziom

1e. fd(1ee); rt(9e)
11. #haczyk

12. fd(30)

13. #giowa

14. 1t(90)

15. for i in range(36):
16. £d(3); rt(10)
17. rt(9e)

18. #tuiow

19. pu(); fd(36); pd()
20. fd(6@)

21. #prawa reka

22. bk(50); rt(45); fd(3@); bk(30)

23. #lewa reka
24. 1t(90); fd(30); bk(30); rt(45)

25. #prawa noga

26. fd(50); rt(3e); fd(50); bk(50)
27. #lewa noga

28. 1t(60); fd(50); bk(50); rt(45)
29. ht()

= Uzupetnij rysunek o mozliwos¢ rysowania czesciowej szubienicy w zaleznosci od
stanu gry. Przeanalizuj ponizszy kod i dodane do niego komentarze.

1. def rysunek(nr):

2. #czyszczenie

3. seth(®); setpos(@, ©); clear()
4, if nr == 10: return

5.

6. #podstawa

7. bk(8e); fd(4e); 1t(9e)

8. if nr == 9: return
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#pion

fd(200); rt(9e)

if nr == 8: return
#poziom

fd(1e0); rt(9e)

if nr == 7: return
#haczyk

fd(3e)

if nr == 6: return
#glowa

1t(90)

for i in range(36):
fd(3); rt(1e)

rt(9e)

if nr == 5: return
#tutow

pu(); fd(36); pd()
fd(60)

if nr == 4: return

#prawa reka

bk(50); rt(45); fd(3e);

if nr == 3: return

#lewa reka

1t(90); fd(3@); bk(30);

if nr == 2: return

#prawa noga

bk(30)

rt(4s)

fd(5@); rt(3e); fd(50); bk(50)

if nr == 1: return

#lewa noga

1t(e@); fd(5@); bk(50);

ht()

rt(45)

6. Przygotowanie gry
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ASCIl ART ZAMIAST GRAFIKI
Rysowanie z bibliotekg turtle mozna zastapi¢ rysunkami ze znakami ASCII.

+===+

Rys. 6. Przyktadowe rysunki szubienicy i wisielca, wykonane za pomoca znakow ASCI|

W grze funkcja ,,rysujaca’ szubienice i wisielca moze korzystac z polecenia print()
i wypisywania znakow. Trzeba tylko zdefiniowac kolejne rysunki i pamigtac o tym,
ze w Pythonie napisy wielowierszowe oznacza si¢ na poczatku i koncu przez potréjny

cudzystow '*', a znak \ trzeba wypisa¢ dwukrotnie, gdyz jest to znak dostownosci.

1. def wisielec(proba):
2: if (proba == 10):
3. return ""'''zz======='""
4, if (proba == 9):

5. return

12. return

Rys. 7. Fragment funkcji wisielec (funkcje nalezy uzupetnic o brakujace ,rysunki”)

@ Wisielec ze znakami ASCI|

Zmodyfikuj skrypt z ¢wiczenia 3 tak, aby wyrysowac szubienice i wisielca za pomoca
znakow ASCII.
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6. Przygotowanie gry

PODSUMOWANIE

® Przy projektowaniu gry warto przemyslec i uscisli¢ zasady, rozpisa¢ schemat gry,
a potem krok po kroku go implementowa¢. Na koniec trzeba przetestowac gre.
Z czasem mozna rozwija¢ rézne funkcjonalnosci, by gra byta ciekawsza.

= Aby implementowac gre, nalezy mie¢ podstawowe umiej¢tnosci programistyczne.
Wikazane jest wykorzystanie zmiennych i bardziej ztozonych struktur danych, np.
list. Przydatne sa tez funkcje, petle oraz instrukcje warunkowe.

= Jesli potrzeba wiecej danych, warto zapisac je w pliku, a w trakcie dzialania progra-
mu wezyta¢ do pamigci. Przed rozpoczgciem czytania nalezy plik otworzy¢ (open),
a na koniec zamkna¢ (close).

= Do przygotowania prostej grafiki mozna uzy¢ znakéw. Pomocna moze okazaé
sie znajomos$¢ kodow ASCII, lepiej jednak korzysta¢ z mozliwosci graficznych
programow.

PYTANIA SPRAWDZAJACE

1. Od czego nalezy zacza¢ tworzenie gry?

2. W jaki sposob mozna modyfikowa¢ napisy w Pythonie?
3. Jakich polecen uzyjesz do czytania danych z pliku?

ZADANIA DODATKOWE

Zadanie 1. Jezyk angielski

Rozszerz gre o odgadywanie stow w jezyku angielskim. Dodaj mozliwos¢ wyboru
pliku, z ktorego sa wczytywane hasta, oraz jezyka komunikatow.

Zadanie 2. Nowe funkcjonalnosci

Zaproponuj | zaimplementuj nowe funkcjonalnosci, np. zliczanie wygranych i prze-
granych, mozliwosc wprowadzania catego hasta lub tworzenia haset wielowyrazo-
wych. Wprowadzone zmiany przetestuj na forum klasy.

Zadanie 3. Wisielec i Pygame

Poszuka implementacji gry Hangman dla biblioteki Pygame i przetestuj ja na swoim
komputerze.

Wskazowkaz

Biblioteke Pyzame pobiera sie w postaci pakietu za pomoca instalatora pakietow pip.

® Instalator powinien byc dotaczony podczas instalacji sSrodowiska Python. w prz=-
ciwnym razie trzeba doinstalowac go recznie (sposéb postepowania zaleZy oc
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systemu operacyjnego i jest opisany na stronie https://www.pygame.org/wiki/

GettingStarted).

Optional Features

M Documentation

M pip
stalis pip, which can download and install other Python gackage
ﬁ M td/tk and IDLE
. nstalis tunter and the IDLE development ervironment
B Python test suite

B py launcher £ for all users (requires elevation)

gle ncher to make it easier tc

python
for
windows Back )
® Aby pobrac biblioteke Pygame, nalezy uruchomic tekstowe okno konsoli i wpisac

polecenie zawierajace nazwe pakietu - instalator sam wyszuka w internecie po-
trzebny plik: Start — Uruchom — c¢md — pip install pygame.


https://www.pygame.org/wiki/

